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1 はじめに








\end{array}\right\} に対する次のような 2\times 2
行列のラックス形式で与えられる
Y(qx)=\mathcal{A}(x)Y(x) , Y(x)=\mathcal{B}(x)Y(x) (1)
ここで, A(x) , \mathcal{B}(x) は x (および他のパラーメータ) に依存する 2\times 2 行列であり) これ
らの両立条件
\overline{A}(x)\mathcal{B}(x)=\mathcal{B}(qx)\mathcal{A}(x) , (2)
が q‐ガルニエ系を与える.記号 \overline{*} は,パラメータ達の適当な q罧のずらしを表し,行列




















これらの条件を満たす行列 \mathcal{A}(x) は,パラメータ \{$\alpha$_{i}, $\kappa$_{i}, $\theta$_{i}\} の他に, 2N+1 個の任意定
数(アクセサリ変数) を含む.そのうち1個はガルニエ系としては意味のないゲージ変





方程式 (1) の第1式 Y(qx)=\mathcal{A}(x)Y(x) すなわち
y_{1} (qx)=a_{11}(x)y_{1}(x)+a_{12}(x)y_{2}(x) ,
y_{2} (qx)=a_{21}(x)y_{1}(x)+a_{22}(x)y_{2}(x) ,
から第2成分 y2を消去すると, y=y_{1} に対する次の方程式が得られる
L_{1} : F(\displaystyle \frac{x}{q})y(qx)-\{F(\frac{x}{q})a_{11}(x)+F(x)a_{22}(\frac{x}{q})\}y(x)+F(x)|\mathcal{A}(\frac{x}{q})|y(\frac{x}{q})=0 . (4)
ここで, F(x) =a_{12}(x) は N次多項式である.その零点は特異点のように見えるが,こ
れは y_{2} の消去によって現れた見かけの特異点であり,解 y(x) はその点で正則である.
スカラー ラックス形式では, L_{1}(x) が基本となる線形方程式である.行列 \mathcal{A}(x) を
忘れて,スカラー方程式から議論を始める場合には, F(x)=0 の根を見かけの特異点と
する条件として, L_{1} の係数について,
\bullet  y(qx) と y(x) の係数に共通の因子 F(qx) , F(x) が現れる
\bullet  F(x) = 0 として得られる y(qx) , y(x) の関係式と, F(\displaystyle \frac{x}{q}) = 0 から得られる
y(x) , y(\displaystyle \frac{x}{q}) の関係式とが整合的である
という制限が課す.これらは,“特性指数の差が2で解が非対数的“ という微分系の場合
の条件に (ラプラス変換を通して) 対応する.
方程式 L_{1} の変形を与える方程式は,式(1) の各第1成分を組み合わせて
L_{2} : G(x)y(x)-b(x)y(qx)+F(x)\overline{y}(x)=0 , (5)
となる.ここで, G(x)=a_{11}(x)b_{12}(x)-a_{12}(x)b_{11}(x) , b(x)=b_{12}(x) とおいた.一方,(1)
を \overline{Y}(qx)=\overline{\mathcal{A}}(x)\overline{Y}(x) , \overline{Y}(qx)=\mathcal{B}(qx)Y(qx) と書き換え , これから y2(qx), \overline{y}_{2}(x),\overline{y}_{2}(qx)
を消去すれば
\overline{a}_{12}(x)|\mathcal{B}(qx)|y(qx)-b(qx)|\overline{\mathcal{A}}(x)|\overline{y}(x)-\{\overline{a}_{12}(x)b_{22} (qx) -\overline{a}_{22}(x)b_{12}(qx)\}\overline{y}(qx)=0 , (6)
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を得る.さらに,両立条件 (2) を用いて係数を書き直せば
L3: \overline{F}(x)|\mathcal{B}(x)|y(qx)-b(qx)|\mathcal{A}(x)|\overline{y}(x)+G(x)\overline{y}(qx)=0 , (7)
が得られる.対 \{L_{2}, L_{3}\} は対 \{L_{1}, L_{2}\} と等価であり,前者を近接関係型スカラーラッ
クス対と呼ぶ.その両立条件から,多項式 F(x) , G(x) に対する次の式が導かれる
|\mathcal{B}(x)|F(x)\overline{F}(x)=b(x)b(qx)|A(x)| for G(x)=0, (8)G(x)\underline{G}(x)=b(x)b(qx)|\underline{\mathcal{A}}(x)| for F(x)=0.
関係式 (8) はそれぞれ \deg G(x) , \deg F(x) 個の条件式である. \overline{F}(x) ,G(x) の係数を全て
決定するには少し足りないが,これらに適当な条件を付加すれば両立性の十分条件とな
り, q‐ガルニエ系の1つの表示を与える [14] 2. この表示では多項式 F(x) , G(x)(の係数
あるいは根) が未知変数となる.次の章で,多項式 F(x) , G(x) の幾何学的意味を考える.
3 自励化
楕円曲線 (種数 g = 1 ) 上の点の加法 P_{1}+P_{2} = P_{3} は,種数 g の代数曲線に対して
D_{1}+D_{2} = D_{3} と拡張される.ここに, D = \{P_{1}, \cdots , P_{g}\} は曲線上の g個の点の組
(因子) である.一般に, g> 1 のときの加法は,点君の座標 ($\lambda$_{i},$\mu$_{ $\iota$}) についての有理変
換ではない.しかし,曲線が超楕円曲線の場合には, $\lambda$_{i} を根とする多項式 a(x) , および
 $\mu$_{i}=b( $\lambda$③となる多項式  b(x) を用いて,加法を有理的に表すアルゴリズムが知られてい
る [13, 11]. 前節の q‐ガルニエ系の表示 (8) に現れた多項式 F(x) , G(x) は,因子を表す
多項式 a(x) , b(x) (Mumford 表現) に対応している. q‐ガルニエ系の自励化を考えると,
そのことがより明白になる.
T_{x} を x の q‐ずらし作用素 T_{x}x=_{q}x乃として, L_{\mathrm{i}} 方程式を次のように表す
[F(\displaystyle \frac{x}{q})T_{x}-\{F(\frac{x}{q})a_{11}(x)+F(x)a_{22} (\frac{x}{q})\}y+F(x)|\mathcal{A}(\frac{x}{q})|T_{x}^{-1}]y(x)=0 . (9)
そこで  q\rightarrow  1 とすると, v:=T_{x} は x と可換な変数となり,差分方程式 (9) は次の代数
方程式 ( \mathcal{A}(x) の特性方程式) になる
L_{1} : v-U(x)+\displaystyle \frac{|\mathcal{A}(x)|}{v}=0 . (10)
ここで U(x)=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathcal{A}(x) , |\mathcal{A}(x)| は次数N+1, 2N+2 の多項式であり,(10) は種数g=N
の超楕円曲線を表す.同様に L2, L_{3} の q\rightarrow 1 極限は
L_{2} : G(x)-b(x)v+F(x)T=0,
(11)L3 : \overline{F}(x)|\mathcal{B}(x)|v-b(x)|\mathcal{A}(x)|T+G(x)vT=0,
2多項式 G(x) は次数も含めて \mathcal{B}(x) の選び方に依存する.このため付加条件の取り方も変形方向に依
る.後で具体例について述べる.
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となる.ただし T は時間発展作用素 T(f)=\overline{f} . これらの両立条件として
|\mathcal{B}(x)|F(x)\overline{F}(x)=b(x)^{2}|\mathcal{A}(x)| for G(x)=0, (12)G(x)\underline{G}(x)=b(x)b(x)|\underline{\mathcal{A}}(x)| for F(x)=0,
が得られる. q=1 なので,パラメータは時間発展で変化しないがF(x) , G(x) の時間発
展は非自明であることに注意しよう.この時間発展は超楕円曲線 (10) 上の加法定理に
他ならない.実際, F(x)=0 の根 x=$\lambda$_{i} とその点での v_{i}=\displaystyle \frac{G($\lambda$_{i})}{b($\lambda$_{$\iota$'})} が曲線 (10) 上の N
個の点を与えており,多項式 F(x) , G(x) はこれらの点のMunford表現に対応している.
双次数 (2, 2) の楕円曲線 (の1次元族) を保存曲線とするような離散力学系として
QRT 系がある [17]. これは x方向および y方向の自然な involution の交互の合成で与





\displaystyle \prod_{i=1}^{4}(x-a_{i})y-U(x)+\prod_{i=5}^{8} (x — ai ) \displaystyle \frac{1}{y}=0,
を超離散極限で示しておこう. y と y^{-1} のバランスが良いグラフにするため,行列式




一般に, (x,y) 平面上の (2, 2) 次曲線と (N+1,2) 次曲線は 2N+6点で交わる.これ
らのうち 2N+5点を通る (N+1,2) 次曲線は N次元族をなし,それらはすべて 2N+6
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番目の点を共通零点に持つ.超楕円曲線上の QRT系は,このような配置にある 2N+6
に対して一般的に構成でき,上述の場合は, 2N+6点として直線 x=0, \infty 上の4点,お
よび直線  y=0, \infty 上の  2N+2 点をとった場合に相当する.配置が generic でN次元






論文 [8] において,q‐KP 階層の相似簡約のラックス形式として次のよう塗線形方程式が
考察された
 $\Psi$(qz)=\mathcal{A}(z) $\Psi$(z) , \mathcal{A}=dX_{m}(z)\cdots X_{2}(z)X_{1}(z) , (13)
X_{i}(z)= [x_{i,1}r_{i^{Z}} x_{i,2}^{1} 1. X_{i,n-1}^{\backslash }
ここに
x_{in}1,] , d= diag (t_{1}, \cdots , t_{n}) ,
である3. この線形差分方程式を以下では簡単のためmn系という.この系は,  W(A_{m-1}^{(1)})\times
 W(A_{n-1}^{(1)}) 型affine Weyl 群対称性を持ち [7], その平行移動は, (m, n)=(2,3) , (2, 4) の
場合に q‐パンルヴェ方程式を与える [8, 12, 21]. また, W(A_{m-1}^{(1)})\times W(A_{n-1}^{(1)}) の作用は,
(A型のトロピカル R , 幾何学的 R などと呼ばれる) 双有理 Yang‐Baxter 写像で表され
る [24, 10]. q‐UC 階層への拡張 [23] や量子化 [1, 5] なども考えられている.
次は,自励系な場合 [7] には知られていた.
Theorem 4.1 (m\leftrightarrow n 双対性) mn系と nm系は等価である.
(証明) m個の n次行列 X_{i} 行列から作られる mn系の線形方程式  $\Psi$(qz)=\mathcal{A}(z) $\Psi$(\mathrm{z}) に








m\leftrightarrow n, $\Psi$_{i,j}\leftrightarrow$\Psi$_{j,i}, x_{i,j}\leftrightarrow-x_{j,i}, r_{k}\leftrightarrow t_{k}^{-1}, z\leftrightarrow T_{z},
により nm系の線形方程式に変換される.(証明終わり)
注意.z \leftrightarrow T』は一種の  q‐ラプラス変換であり T_{z}z=qzT』を zT_{z}={}_{q}T_{z^{Z}} に移す.交換
関係を保つには同時に T\rightarrow T^{-1} (または z\rightarrow z^{-1} ) とすれば良い.
この双対性は,以下の図の縦方向 n(行列サイズ) と横方向m(特異点の個数) が,微分
系(図右) では異質であるが q‐差分系 (図左) では入れ替え可能であることを意味してい




mn系の変形として q‐ガルニエ系を構成する.これは q‐KP の簡約として以前構成され
た離散Painleve 型方程式 [8] を変形したものである.前節の双対性により2通りの等価
な構成が考えられる.
その1. (m, n)=(2,  $\nu$) ,  $\nu$=2N+2 の場合.
\mathcal{A}(z)=X_{2}(z)X_{1}(z)= \left\{\begin{array}{lllll}
y_{1} & \mathrm{l} &  & y_{ $\nu$-\mathrm{l}} & 1\\
r_{2}z & y_{2} & 1 &  & y_{ $\nu$}
\end{array}\right\} \left\{\begin{array}{lllll}
x_{1} & 1 &  & x_{ $\nu$-1} & \mathrm{l}\\
r_{1}z & x_{2} & 1 &  & x_{ $\nu$}
\end{array}\right\}




によって調べられた.それらは q-P_{\mathrm{v}\mathrm{i}} のある多変数化であり) q一般超幾何函数で表され
る特殊解をもつ [20]. 簡単のため,変形方向を \mathcal{B}(z)=X_{1}(\mathrm{z}) とした場合を考える.5 こ
の場合の両立条件 \overline{\mathcal{A}}(z)\mathcal{B}(z)=\mathcal{B}(qz)\mathcal{A}(z) すなわち \overline{X}_{2}(z)\overline{X}_{1}(z)=X_{1}(qz)X_{2}(\mathrm{z}) は,次
のように表される (本質的には幾何学的 R‐写像)
\displaystyle \overline{x}_{j}=x_{j}\frac{P_{j+1}}{P_{j}}, \overline{y}_{j}=y_{j}\frac{P_{j}}{P_{j+1}}, \overline{r}_{1}=r_{2}, \overline{r}_{2}=qr_{1},
P_{1}=\displaystyle \sum_{k=1}^{ $\nu$}(\prod_{j=1}^{k-1}x_{j})(\prod_{j=k+1}^{ $\nu$}y_{j}) , P_{j+1}=  $\mu \pi$ (ろ),  $\mu$=\displaystyle \frac{r_{2}}{qr_{1}}. (14)
ただし  $\pi$(x_{j})=$\mu$^{-$\delta$_{j, $\nu$}}x_{j+1},  $\pi$(y_{j})=$\mu$^{-$\delta$_{g, $\nu$}}y_{j+1},  $\pi$(r_{i})=r_{i}.
この時間発展で, a_{i} :=x_{i}y_{i} は不変であり, c:=\displaystyle \prod_{j=1^{Xj}}^{ $\nu$} は \overline{c}=c $\mu$, \overline{ $\mu$}= ① と変換す
る.また,変換 x_{2i+1}\rightarrow wx_{2i+i}, x_{2i}\rightarrow w^{-1}x_{2i} に対する不変性もある.これらのことか
ら,この力学系の自由度は 2N となる.
mn双対性によって,この系は次のように 2\times 2 行列で表すこともできる.
その2. (m, n)=( $\nu$, 2) ,  $\nu$=2N+2 の場合
\mathcal{A}(z)= \left\{r_{1}^{-1} & r_{2}^{-1}\right\} \left\{\begin{array}{ll}
x_{ $\nu$} & 1\\
z & y_{ $\nu$}






(ii) A_{0}= [$\theta$_{1} $\theta$_{2}^{*} ] , A_{N+1}= [r_{1}^{-1}* r_{2}^{-1} ] , (15)
(iii) |\displaystyle \mathcal{A}(z)|=(r_{1}r_{2})^{-1}\prod_{i=1}^{ $\nu$}(z—ai), ($\theta$_{1}$\theta$_{2}=(r_{1}r_{2})^{-1}\displaystyle \prod_{i=1}^{ $\nu$}a_{i})
ここに $\theta$_{1} =r_{1}^{-1}\displaystyle \prod_{i=1}^{ $\nu$}x_{ $\iota$;} $\theta$_{2} =r_{2}^{-1}\displaystyle \prod_{i=1}^{ $\nu$}翫,となる.この \mathcal{A}(z) は,下三角行列によるゲー




\end{array}\right\} で与えられる.対応する時間発展方程式の QRT 型表示 (8) は次
のようになる
zF(z)\displaystyle \overline{F}(z)=-\prod_{i=1}^{ $\nu$}(z-a_{i}) for G(z)=0, (16)G(z)\displaystyle \overline{G}(z)=\prod_{i=1}^{ $\nu$} (z—ai) for \overline{F}(z)=0,
5Suzuka が用いた \mathcal{B}(z) 行列も以下の議論を少し変更すれば類似の扱いが可能である.
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ここに, F(z)=\displaystyle \sum_{i=0}^{N}f_{i}z^{i}, G(z)=z^{N+1}+\displaystyle \sum_{ $\iota$=1}^{N-1}g_{i}z^{i}+c である. F(z) の規格化因子はゲ-
ジの自由度である.一方,多項式 G(x) の定数項は上のように指定される (これが,この
場合の付加的な条件となっている).
上記の方程式 (16) を N = 1 の場合に具体的に見ておこう. F(z) = 0 の根を f,
G(z)=r_{1}^{-1}(z^{2}-gz+c) とすれば,この (f_{)}g) を変数として次の方程式を得る
\displaystyle \frac{(\overline{f}-z)(f-z)z}{(\overline{f}-\frac{c}{z})(f-\frac{c}{z})\frac{c}{z}}=\prod_{i=1}^{4}\frac{z-a_{i}}{\frac{c}{z}-a_{i}} , (for z^{2}-gz+c=0 )
(f^{2}-\displaystyle \underline{g}f+\underline{c})(f^{2}-gf+c)=\prod_{i=1}^{4}(f-a_{i}) , (17)
\overline{c}=c $\mu$, \overline{ $\mu$}= 珂.
この方程式の特異点は, (f, g)座標で
P_{i}=(a_{i}, a_{i}+\displaystyle \frac{c}{a_{i}}) (1\leq i\leq 4) , P_{5}=(\infty, \infty) , P_{6}=(_{ $\epsilon$}^{ $\mu$}, \frac{ $\mu$-1}{ $\epsilon$})_{ $\epsilon$\rightarrow 0},
P_{7}=(0, \displaystyle \infty) , P_{8}=( $\epsilon$, (c-\frac{a1a2a3a4}{qc $\mu$})\frac{1}{ $\epsilon$})_{ $\epsilon$\rightarrow 0}, (18)




であり,標準的なもの[18] とは異なるが A_{3}^{(1)} 型曲面 (すなわち q-P_{\mathrm{V}\mathrm{I}} の初期値空間) で
ある.ただし,式(17) の時間発展 T は q-P_{\mathrm{V}\mathrm{I}} とは異なる [21]. 実際,方程式の特異点を
追跡して T のPicard 格子への作用を求めると
H_{1}\rightarrow H_{1}+2H_{2}-E_{1}-E_{2}-E_{3}-E_{4},
H_{2}\rightarrow 3H_{1}+3H_{2}-2E_{1}-2E_{2}-2E_{3}-2E_{4}-E_{5}-E_{6},
E_{i}\rightarrow H_{1}+H_{2}-E_{1}-E_{2}-E_{3}-E_{4}+E_{i}, (1\leq i\leq 4)




となり, T の合成 T^{2}=T\mathrm{o}T がルート  $\alpha$=H-E_{7}-E_{8} に対する平行移動 T_{ $\alpha$} となる.
関係式
f=\displaystyle \frac{a_{1}a_{2}y-c}{x(y-1)}, y=\frac{f^{2}-fg+c}{(f-a_{1})(f-\lrcorner a_{2})} , (21)
によって (f, g) から (x, y) に変換すれば, x, y変数の時間発展は
x\displaystyle \underline{x}=c\frac{a_{1}a_{2}\underline{y}-c $\mu$}{c\underline{y}-a_{3}a_{4}}, y\overline{y}=\frac{(a_{3}x-c)(a_{4}x-c)}{c(x-a_{1})(x-a_{2})} , (22)
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となる.この方程式の特異点は
(x, y)=(a_{1}, \infty) , (a_{2}, \infty) , (\displaystyle \frac{c}{a_{3}},0) , (\displaystyle \frac{c}{a_{4}},0) , (0, \displaystyle \frac{c}{a_{1}a_{2}}) , (0, \displaystyle \frac{1}{ $\mu$}) , (\infty, 1) , (\displaystyle \infty, \frac{a_{3}a_{4}}{qc $\mu$}) , (23)
であり,標準的な A_{3}^{(1)} 型の点配置である.
2\times 2 の \mathcal{A} 行列 A(z)=dX_{4}(z)X_{3}(z)X_{2}(z)X_{1}(\mathrm{z}) に対して q-P_{\mathrm{V}\mathrm{I}} の時間発展 [4] を得
るには,変形行列として \mathcal{B}(z)=X_{2}(z)X_{1}(\mathrm{z}) を取れば良い.この場合の時間発展は,4個
の行列の積において6, 2個づつを対にした入れ替えにより表される
X_{2} (qz) X_{1} (qz) dX_{4}(z) X3 (z)
\overline{dX}_{4}(z) \mathrm{X}3 (z) X_{2}(z) X_{1}(\mathrm{z})
この表示は Hasegawa による量子 q‐ P_{\mathrm{V}\mathrm{I}} のLax形式との類似が見られる [3]. 双対な
4\times 4 の表示では,そこに自然に作用する affine Weyl 群 \tilde{W}(A_{3}^{(1)}) = \langle s_{0}, s_{1}, s_{2}, s_{3},  $\pi$} の
元  s_{2}s_{1}s_{3}s_{2}$\pi$^{2} の作用として実現され,対応する \mathcal{B} 行列は
\mathcal{B}(z)=(1+u_{1}E_{3,2})(1+u_{2}E_{2,1})(1+u_{3}E_{4,3})(1+u_{4}E_{3,' 2})$\Lambda$_{r_{2}z}$\Lambda$_{r_{1}z} , (24)
で与えられる.ここで, E_{i,j} は行列単位, $\Lambda$_{z} は次の巡回ずらし行列である
$\Lambda$_{z}= \left\{z & 1 & 1 & 1\right\} (25)
注意.方程式 (17) は q-P_{\mathrm{V}\mathrm{I}} とは異なる方向の時間発展であったが,ほとんど同じ式で
q-P_{\mathrm{V}}\mathrm{i} と同値な方程式もある.紛らわしいが,比較のため敢えて示しておこう.
\displaystyle \frac{(\overline{f}-z)(f-z)z}{(\overline{f}-\frac{k}{z})(f-\frac{k}{z})\frac{k}{z}} =\displaystyle \prod_{i=1}^{4}\frac{z-a_{i}}{\frac{k}{z}-a_{i}} , (for z^{2}-gz+k=0 )
\displaystyle \frac{b_{2}a_{1}a_{2}}{kb_{1}}(f^{2}-\underline{g}f+qk)(f^{2}-gf+k) =\prod_{ $\iota$=1}^{4}(f-a_{i}) , (26)
\displaystyle \overline{a}_{i}=a_{i}, \overline{b}_{i}=b_{i}, \overline{k}=\frac{k}{q}.
6積をとる行列の半分を逆行列にしておく と T_{z\rangle}T_{z}^{-1} のバランスが良くなる.
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これは,(21) と同様の変換






y\displaystyle \underline{y}=\frac{b_{1}b_{2}(x_{qk}^{a}- $\Delta$)(x-\frac{a4}{qk})}{(x-\frac{1}{a_{1}})(x-\frac{1}{a_{2}})}) (28)
\bullet  q-ガルニエ系のスカラー ラックス形式
\bullet 自励化としての超楕円 QRT 系
\bullet  q‐ガルニエ系と q‐KP, KNY系,Suzuki の系との関係
\bullet  m\leftrightarrow n の双対性
これらの結果が示しているように, q‐ガルニエ系は意外に簡単で,かつ様々な話に関係





究 \mathrm{B} , 26287018) の補助を得ています.
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